
1 Funkce komplexní prom¥nné

Neformální úvod

1.1 Caychy-Riemannovy rovnice a jejich d·sledky

De�nice 1 (Caychy-Riemannovy rovnice a komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃
A→ C je funkce ve tvaru f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´
existuje δ > 0, ºe U(z, δ) ⊂ A. Derivaci funkce f v bod¥ z de�nujeme jako

f ′(z) = lim
w→z

f(w)− f(z)

w − z
,

je-li limita napravo de�nována. Pokud existují ∇u(a, b) a ∇v(a, b), potom rov-
nice

∂u

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b),

∂u

∂y
(a, b) = −∂v

∂x
(a, b), (1)

nazýváme Cauchy-Riemannovými rovnicemi (funkce f v bod¥ z).
Nech´ Ω ⊂ C je otev°ená. Potom funkci f : Ω → C zazveme holomorfní

(na Ω) pokud ve v²ech bodech z ∈ Ω existuje f ′(z). Mnoºinu v²ech funkcí holo-
morfních na Ω budeme zna£it H(Ω).

Lemma 2 (tvar komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃ A→ C je funkce ve tvaru
f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´ existuje f ′(z). Potom platí

f ′(z) =
∂u

∂x
(a, b) + i

∂v

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b)− i∂u

∂y
(a, b).

Speciáln¥, dané parciální derivace existují a pro f v bod¥ z platí Cauchy-Riemannovy
rovnice.

V¥ta 3 (Caychy-Riemannovy rovnice a komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃
A→ C je funkce ve tvaru f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´
existuje δ > 0, ºe U(z, δ) ⊂ A. Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. f ′(z) existuje,

2. u a v mají totální diferenciál v (a, b) a platí (1).

Poznámky a p°íklady. 1. Pro komplexní derivaci platí stejná pravidla pro
sou£et, sou£in, podíl a skládání jako známe z R.

2. � Polynomy a mají komplexní derivaci na celém C.
� Racionální funkce mají komplexní derivaci na celém svém de�ni£ním

oboru (tedy mimo nulové body jmenovatele).

� Funkce de�nované mocninnou °adou mají komplexní derivaci uvnit°
kruhu konvergence.

V²echny tyto derivace lze spo£ítat podle vzore£k·, které známe z R.

3. Je-li f = u + iv ∈ H(Ω), potom jsou funkce u i v harmonické (na Ω
chápané jako podmnoºina R2), tedy platí ∆u = ∆v = 0.
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