1 Funkce komplexni proménné

Neformalni ivod

1.1 Caychy-Riemannovy rovnice a jejich disledky

Definice 1 (Caychy-Riemannovy rovnice a komplexni derivace). Necht f : C D
A — C je funkce ve tvaru f(xz +iy) = u(z,y) +iv(z,y), z=a+bi € A a necht
existuje 6 > 0, Ze U(z,8) C A. Derivaci funkce f v bodé z definujeme jako
w—z w—2z
je-li limita napravo definovina. Pokud existuji Vu(a,b) a Vv(a,b), potom rov-
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nazgvéme Cauchy-Riemannovymi rovnicemsi (funkce f v bodé z).

Necht Q0 C C je oteviend. Potom funkci f : Q — C zazveme holomorfni
(na Q) pokud ve vSech bodech z € Q) existuje f'(z). MnoZinu vSech funkci holo-
morfnich na Q budeme znacit H(S).

Lemma 2 (tvar komplexni derivace). Necht f: C D> A — C je funkce ve tvaru
flz+iy) =u(z,y)+iv(x,y), 2 =a+bi € A a necht ezistuje f'(z). Potom plati
ou v v ou
"(z2) = —(a,b) +i=—(a,b) = —(a,b) —i—(a, b).
£ = o) +igo(eh) = oa,b) - g (@b
Specidlné, dané parcidlng derivace existufi a pro f v bodé z plati Cauchy-Riemannouvy
rovnice.

Véta 3 (Caychy-Riemannovy rovnice a komplexni derivace). Necht f : C D
A — C je funkce ve tvaru f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y), 2 =a+bi € A a necht
existuje 6 > 0, Ze U(z,d) C A. Potom ndsledugici podminky jsou ekvivalentni:

1. f'(2) existuje,
2. u a v maji totdlni diferencidl v (a,b) a plati (1).
Poznamky a priklady. 1. Pro komplexni derivaci plati stejnd pravidla pro
soucet, soucin, podil a sklddani jako zndme z R.

2. e Polynomy a maji komplexni derivaci na celém C.

e Raciondlni funkce magi komplezni derivaci na celém svém defini¢nim
oboru (tedy mimo nulové body jmenovatele).

e Funkce definované mocninnou fadou maji komplexni derivaci uvniti
kruhu konvergence.

Vsechny tyto derivace lze spocitat podle vzorecki, které zndme z R.

3. Je-li f =u+iv e H(Q), potom jsou funkce u i v harmonické (na 2
chdpané jako podmnozina R?), tedy plati Au = Av = 0.



